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概 要
非負整数全体の集合の部分モノイドで, 非負整数全体の集合における補集合が有限集合と

なるものを数値的半群という. Garćıa-Marcoと Tatakisは, 数値的半群が freeという性質をも
つことを, それから生じるトーリックイデアルのグレブナー基底を用いて特徴づけた. 本講演
では, 3元生成の数値的半群から生じるトーリックイデアルについて, この研究に関連したよい
グレブナー基底をもつことがわかったのでこれについて紹介する.

1 導入
Nを非負整数全体, kを体, k[x1, . . . , xm]を体 k上のm変数多項式環とする.

定義 1.1. S ⊂ Nが次の性質をみたすとき, S は数値的半群 (numerical semigroup)であると
いう:

(1) x, y ⇒ x+ y ∈ S;

(2) 0 ∈ S;

(3) N \ Sは有限集合である.

numerical semigroup S については, 一意的な極小生成系をもつことが知られており, その濃度
を e(S) と書くことにする. Sを {n1, . . . , nm}を極小生成系にもつ numerical semigroupとすると,

環準同型写像
φ : k[x1, . . . , xm] → k[t]; xi 7→ tni (i = 1, . . . ,m)

を考えることができる. よって, Sから自然にトーリックイデアル IS = kerφを得る. トーリック
イデアル IS の任意の生成系の濃度は e(S) − 1以上であることが知られている. また, numerical

semigroup S から生じるトーリックイデアル ISの二項式からなる極小生成系の濃度µ(IS)が e(S)−1

と一致するとき, Sは complete intersectionであるという. 次に, complete intersection に含
まれるクラスを紹介する.

定義 1.2. S を{n1, . . . , nm}を極小生成系にもつnumerical semigroupとする. Sが配置n1, . . . , nm

に対して freeであるとは, 任意の i ∈ {1, . . . ,m− 1}について,

lcm(ni, gcd(ni+1, . . . , nm)) ∈ 〈ni+1, . . . , nm〉

が成り立つときをいう. ある極小生成系の配置 ni1 , . . . , nim ({ni1 , . . . , nim} = {n1, . . . , nm}) が存
在して, Sが ni1 , . . . , nim に対して freeとなるとき, Sは freeであるという.
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Garćıa-MarcoとTatakisは, numerical semigroup Sが freeという性質をもつことをグレブナー
基底を用いて次のように特徴付けた.

事実 1.3 ([1, Theorem 4.7]). Sを numerical semigroup, {n1, . . . , nm}を Sの極小生成系とする.

このとき, S が freeであることは, IS がm − 1の元からなるグレブナー基底をもつことと同値で
ある.

この結果は, numerical semigroup Sが complete intersection (つまり µ(IS) = e(S)− 1)である
とき, ある単項式順序 <が存在して µ(IS) = µ(in<(IS))が成り立つことと, S が freeであること
が同値であることを示している. この結果と関係して, Garćıa-MarcoとTatakisは次の問題を提起
した.

問題 1.4 ([1, Open problem 5.3]). ある単項式順序<が存在して,

µ(IS) = µ(in<(IS))

が成り立つ numerical semigroup Sを特徴付けよ.

今回筆者は e(S) = 3においてこの問題を調べた. その結果, 次の主張を得た.

主定理 1.5. S = 〈n1, n2, n3〉を e(S) = 3の numerical semigroup とする. Sが freeではないなら
ば, 単項式順序<が存在して,

µ(IS) = µ(in<(IS))

が成り立つ.

既に知られている問題の性質をみたす numerical semigroupとしては, freeな numerical semi-

group [1, Theorem 4.7], 等比数列からなる生成系をもつ numerical semigroup [2] が挙げられる.

よって, 主定理 1.5を示したことによって, 問題の性質をみたす新たな numerical semigroup の具
体例を提示したことになる. さらに, 先行研究の結果である事実 1.3と主定理 1.5を合わせること
で次の主張が得られる.

定理 1.6. Sを e(S) = 3をみたす任意の numerical semigroupとする. このとき, ある単項式順序
<が存在して,

µ(IS) = µ(in<(IS))

が成り立つ.

本稿では主定理の証明に用いた Buchberger判定法及び e(S) = 3の numerical semigroupにつ
いての基本事項を確認し, 主定理の証明を述べる.

2 準備
2.1 グレブナー基底
この節では, [4, 5]を参考にして,グレブナー基底の基本事項について述べる. 多項式環k[x1, . . . , xn]

の単項式全体の集合Mにおける全順序 <が次の性質をみたすとき, <を k[x1, . . . , xn]の単項式
順序という:

(1) u ∈ M, u 6= 1 ⇒ 1 < u;



(2) u, v, w ∈ M, u < v ⇒ uw < vw.

単項式順序としては次のような例があり, 主定理では重み順序を用いた.

例 2.1 (純辞書式順序 (xi1 > · · · > xin)). 単項式xaとxbについて,「ベクトル (bi1 −ai1 , . . . , bin −
ain)の最も左にある 0でない成分が正」であるとき, xa <purelex xb であると定義する. すると,

<purelex は k[x1, . . . , xn]の単項式順序であって, 純辞書式順序 (pure lexicographic order) と呼ば
れる.

例 2.2 (重み順序). <を k[x1, . . . , xn]の単項式順序, w ∈ Zn \ {0}を重みベクトルとする. 単項
式 xaと xbについて,「〈w,a〉 < 〈w, b〉」であるか, または「〈w,a〉 = 〈w, b〉かつ xa < xb」であ
るとき, xa <w xb であると定義する. すると, <wは k[x1, . . . , xn]の単項式順序であって, 重み順
序と呼ばれる. ただし, 〈a, b〉は a, bの内積であるとする.

<を単項式順序とする. 多項式環 k[x1, . . . , xn]の任意の多項式 f 6= 0について, f に現れる単項
式のなかで<に関して最大のものを f の<に関するイニシャル単項式 (initial monomial)と呼び,

in<(f)と表す. また, 多項式環 k[x1, . . . , xn]の任意のイデアル I 6= 0から得られる単項式イデアル
in<(I) = 〈{in<(f) : 0 6= f ∈ I}〉

を I の<に関するイニシャルイデアル (initial ideal)と呼ぶ.

定義 2.3. <を単項式順序とする. k[x1, . . . , xn]のイデアル I 6= 0について, Iに属する 0ではない
多項式の有限集合 G = {g1, . . . , gs}が <に関する I のグレブナー基底 (Gröbner basis)である
とは, in<(I) = 〈in<(g1), . . . , in<(gs)〉 が成立するときをいう.

Gが<に関する I のグレブナー基底であるならば Gは I の生成系であることが知られている.

定義 2.4. <を単項式順序, I 6= 0を多項式環 k[x1, . . . , xn]のイデアルとする. I の<に関するグ
レブナー基底 {g1, . . . , gs}が被約グレブナー基底であるとは, 次の条件をみたすときにいう:

(1) giにおける in<(gi)の係数は 1である (i = 1 . . . , s);

(2) i 6= jのとき, gj に現れる単項式は in<(gi)で割り切れない.

注意 2.5. < を単項式順序, I 6= 0 を多項式環 k[x1, . . . , xn] のイデアルとする. さらに, G =

{g1, . . . , gs}を I の <に関する被約グレブナー基底とする. このとき, {in<(g1), . . . , in<(gs)} は
in<(I) の単項式からなる生成系の中で極小である. 特に,

|G| = µ(in<(I))

が成り立つ. ただし, µ(in<(I))は in<(I)の単項式からなる一意的な極小生成系の濃度である.

また, 二項式イデアル Iの<に関する被約グレブナー基底は二項式からなることが知られている.

注意 2.6. <を単項式順序, Iを多項式環 k[x1, . . . , xn]の二項式イデアルとする. このとき, Iの<

に関する被約グレブナー基底 Gについて, 注意 2.5より µ(I) ≤ µ(in<(I))が成り立つ.

命題 2.7 (割り算アルゴリズム). 多項式環 k[x1, . . . , xn]における単項式順序<を固定し, g1, . . . , gs

を 0と異なる k[x1, . . . , xn]の多項式とする. このとき, 任意の多項式 0 6= f ∈ k[x1, . . . , xn]につい
て次の表示 (f の g1, . . . , gsに関する標準表示と呼ぶ)が存在する:

f = f1g1 + · · ·+ fsgs + f ′, f1, . . . , fs, f
′ ∈ k[x1, . . . , xn].

ただし,



(1) f ′ 6= 0のとき, f ′に現れる単項式は in<(g1), . . . , in<(gs)のいずれでも割り切れない. 言い換
えると, f ′に現れる任意の単項式は k[x1, . . . , xn]の単項式イデアル 〈in<(g1), . . . , in<(gs)〉に
属さない. (f ′を f の in<(g1), . . . , in<(gs)に関する割り算の余りと呼ぶ.)

(2) figi 6= 0ならば in<(figi)は<に関して in<(f)を超えない, つまり

in<(figi) ≤ in<(f)

である.

多項式環 k[x1, . . . , xn]に属する 0ではない多項式 f と gについて, in<(f)と in<(g)の最小公倍
単項式をm(f, g), f における in<(f)の係数を cf , gにおける in<(g)の係数を cg と書くことにす
る. このとき, f と gの S多項式 S(f, g)を

S(f, g) =
m(f, g)

cf in<(f)
f − m(f, g)

cgin<(g)
g

と定義する. 一般に, 割り算アルゴリズムにおいて, f ′ = 0となる標準表示が存在するとき, f は
g1, . . . , gsに関して 0に簡約可能であるということにする.

次に紹介する Buchberger判定法を用いることで, イデアルの生成系がグレブナー基底になるか
判定することができる.

命題 2.8 (Buchberger判定法). 多項式環k[x1, . . . , xn]のイデアル I 6= 0の生成系G = {g1, . . . , gs}
を固定する. このとき, Gが I のグレブナー基底となるためには次の条件がみたされることが必要
十分条件である:

(∗) 任意の i 6= jについて S(gi, gj)は g1, . . . , gsに関して 0に簡約可能である.

次の補題を適用できる場合では, Buchberger判定法をより簡単に行うことができる.

補題 2.9. 多項式環 k[x1, . . . , xn]に属する 0と異なる多項式 f と gについて, in<(f)と in<(g)が
互いに素であるならば, S(f, g)は f, gに関して 0に簡約可能である.

2.2 e(S) = 3の numerical semigroup

この節では, 主定理の証明に必要な e(S) = 3の numerical semigroup についての結果を [3]を参
考にして紹介する.

以下, S を 〈n1, n2, n3〉を極小生成系にもつ numerical semigroup とする. 主定理の証明に必要
な結果を述べるために次の記号を準備する.

c1 := min{x ∈ N \ {0} : xn1 ∈ 〈n2, n3〉},
c2 := min{x ∈ N \ {0} : xn2 ∈ 〈n1, n3〉},
c3 := min{x ∈ N \ {0} : xn3 ∈ 〈n1, n2〉}.

このとき, r12, r13, r21, r23, r31, r32 ∈ N が存在して,

c1n1 = r12n2 + r13n3,

c2n2 = r21n1 + r23n3,

c3n3 = r31n1 + r32n2



と表せる. さらに,

f1 = xc11 − xr122 xr133 ,

f2 = xc22 − xr211 xr233 ,

f3 = xc33 − xr311 xr322

とおく. このとき, 次の結果が知られている.

事実 2.10 (Herzog [3, Theorem 3.10]). 次の条件は同値である:

(1) Sは complete intersectionである;

(2) Sは freeである.

事実 2.11 (Herzog [3, Theorem 3.8]). i 6= j (i, j ∈ {1, 2, 3})が存在して rij = 0ならば, S は
complete intersection である.

事実 2.12 (Herzog [3, Proposition 3.2]). 任意の i 6= j (i, j ∈ {1, 2, 3})について rij > 0とする.

このとき, {i, j, k} ∈ {1, 2, 3}について,

ci = rji + rki

が成り立つ.

事実 2.13 (Herzog [3, Theorem 3.8]). 任意の i 6= j (i, j ∈ {1, 2, 3})について rij > 0ならば,

{f1, f2, f3}は IS の極小生成系となる. 特に, Sは complete intersection ではない.

3 主定理の証明
この節では, e(S) = 3の freeでない numerical semigroupが問題 1.4の性質をみたすことを示す.

主定理 1.5の証明. S は freeではないので, 事実 2.10より S は complete intersection ではない.

よって, 事実 2.11より
r12, r13, r21, r23, r31, r32 > 0 (1)

である. さらに, 事実 2.12より

c1 = r21 + r31,

c2 = r12 + r32,

c3 = r13 + r23

(2)

が成り立つ. このとき, c3 ≤ c2 ≤ c1 としても一般性を失わない. ここで,

w :=

c2

c1

1





とおく. 単項式順序<を一つ選ぶと, w をもちいて重み順序<w をつくれる. はじめに, in<w(f1) =

xc11 , in<w(f2) = xc22 , in<w(f3) = xr311 xr322 を示す. 式 (1),式 (2)より,

w ·

c1

0

0

−w ·

 0

r12

r13

 = c2c1 − (c1r12 + 1 · r13)

= (c2 − r12)c1 − r13

= r32c1 − r13

≥ c1 − r13

≥ c3 − r13

> r23

> 0,

w ·

 0

c2

0

−w ·

r21

0

r23

 = c1c2 − (c2r21 + 1 · r23)

= (c1 − r21)c2 − r23

= r31c2 − r23

≥ r31c3 − r23

= r31(r13 + r23)− r23

= r23(r31 − 1) + r31r13

> 0,

w ·

r31

r32

0

−w ·

 0

0

c3

 = (c2r31 + c1r32)− c3

≥ (c3r31 + c3r32)− c3

= (r31 + r32 − 1)c3

> 0

である. よって, in<w(f1) = xc11 , in<w(f2) = xc22 , in<w(f3) = xr311 xr322 が成り立つ. 次に,

{f1, f2, f3}は IS の<wに関するグレブナー基底であることを示す. 事実2.13より, IS = 〈f1, f2, f3〉
であることに注意する. Buchberger判定法 2.8を用いて考える. 補題 2.9より S(f1, f2)が f1, f2, f3

に関して 0に簡約可能であることは明らか. S(f1, f3), S(f2, f3)が f1, f2, f3に関して 0に簡約可能
であることは,

S(f1, f3) = −xr133 f2,

S(f2, f3) = −xr233 f1

よりわかる. よって, {f1, f2, f3} は IS の <w に関するグレブナー基底となる. さらに, 式 (1), 式
(2)より {f1, f2,−f3}は ISの<wに関する被約グレブナー基底となる. よって, 注意 2.5, 注意 2.6,

事実 2.13より,

3 = µ(IS) ≤ µ(in<w(IS)) = 3

となるので, µ(IS) = µ(in<w(IS)) = 3 が成り立つ. ■
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